15. Trasformazioni canoniche

Le trasformazioni nello spazio delle fasi sono necessarie per ricondurre un sistema hamilto-
niano alla forma piu semplice ove tutte le simmetrie sono esplicite. Le trasformazioni che
lasciano invariata la forma delle equazioni di Hamilton si dicono canoniche e sono la base
della meccanica hamiltoniana. Esse possono realizzarsi in vari modi, implicitamente at-
traverso le funzioni generatrici o esplicitamente mediante le serie di Lie. In questo capitolo
si esamineranno le proprieta delle trasformazioni canoniche ed il loro significato geometrico.
I gruppi di simmetria di trasformazioni canoniche, i cui generatori sono integrali primi del
moto, consentono la formulazione hamiltoniana del teorema di Nother.

15.1. TRASFORMAZIONI DI COORDINATE

Nello spazio delle configurazioni & possibile introdurre nuove coordinate locali Q sotto la
sola condizione che la trasformazione sia invertibile.

Qaq,t), a=a(Q,?) (15.1.1)

La trasformazione sulle velocita generalizzate ¢ indotta dalla (15.1.1) ed & lineare nelle g;.

d d
o 0Qi . : 0Qi =3, dqi O+ Oqi (15.1.2)

S dk “ag 2 qi )
= Oq ot - 0Qx ot

Detta L la lagrangiana espressa nelle nuove coordinate

L(q,4,t) = £(Q,Q, 1) (15.1.3)
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le equazioni del moto per le Q sono ancora quelle di Lagrange; cio segue dal principio
variazionale di Hamilton per ’azione

ty ty :
A:/t E(q,q,t)dt:/t L£(Q,Q,t)dt (15.1.4)

@ a

Una traiettoria q(t) dello spazio C, che rende A stazionaria, si trasforma in una traiettoria
Q(t) su cui A & ancora stazionaria e quindi soddisfa le equazioni di Lagrange

d 8L oL

B0, B0, 0 (15.1.5)

La trasformazione di coordinate induce una trasformazione nello spazio delle fasi. I vecchi

e nuovi momenti p; e P;

oL oL
= P,=—

sono legati da una trasformazione lineare i cui coefficienti dipendono dalle coordinate

(15.1.6)

pi =

d d

OL 04y g,
P, = 15.1.7
; drx 0Q; Z Ty ( )

dove la derivata di g rispetto a Qj & stata riespressa attraverso la (15.1.2).
Le hamiltoniane sono date da

d
H(q,p,?) ZquL - AQPt)= PRQ:i-L (15.1.8)
i=1

e le equazioni del moto hanno la consueta forma hamiltoniana anche nel nuovo sistema di

coordinate . i
OH ’ B 0H
aF; 0Q;

&=
In generale H differisce da H poiché

d d
ZPin Zm Z 8% = Zpk <Qk = %(]Tk) (15.1.10)
=1 k=1

=
e quindi

5 0
H(Q,P,t) = H(q,p,1) Zpk 2 (15.1.11)

e H = H soltanto se la trasformazione non dipende dal tempo. Il risultato e intuitivo,
perché solo una trasformazione che non dipende da ¢ non cambia ’energia cinetica.
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Trasformazioni nello spazio delle fasi.

Nello spazio delle fasi non e in generale possibile effettuare una generica trasformazione di
coordinate con la sola richiesta che sia invertibile

Q=Q(q,p,t) q=q(Q,P,1?)

P =P(q,p,t) p=p(Q,P,t)

(15.1.12)

senza alterare la struttura delle equazioni del moto di Hamilton.
Riscriviamo quindi le equazioni di Hamilton in modo compatto introducendo le seguenti
notazioni

q Q 0 I

x = ., X= . 1= (15.1.13)
P P —I 0

dove J & una matrice antisimmetrica 2d x 2d, | la matrice identitd d x d. Le equazioni di
Hamilton nelle coordinate iniziali si scrivono

=] 15.1.14
X = Jax (15 )

Consideriamo ora una trasformazione x — X indipendente da ¢ ed osserviamo che detta
M la matrice jacobiana della trasformazione

5X,
M = 9 (15:1.15)
8xk
si ha
8X d$g
Z Oz, dt Z 8l‘g f’" o
2d
0X; OH 98X
- Z Lt = (15.1.16)
vt 0xy 00X 0z
2 | ~
~ H
> MiéJémMmkaaT
£,m, k=1 k
Nelle nuove coordinate le equazioni del del moto diventano
OH ~
X MJM (15.1.1%)

La forma delle equazioni del moto resta invariata se P = MJM = J. Se alle equazioni
di Hamilton X = J-aixH , applichiamo la trasformazione inversa X — x, la cui matrice

jacobiana & M~1, si ottiene x = Pa%H, dove P = M~1JM~!. La condizione di invarianza
diventa P = J ovvero P~ = J da cui segue MJM = J. Questa condizione & equivalente
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alla precedente; infatti essendo J2 = —| dalla prima si ricava M= —JM~1J da cui segue la
seconda. Chiamiamo simplettica una matrice M tale che

MJIM = J, MIM = J (15.1.18)

Definizione Si dice canonica una trasformazione la cui matrice jacobiana sia simplettica,
perché mantiene la forma canonica delle equazioni del moto di Hamilton.

Se la trasformazione ¢ lineare Q = Aq, P = Bp, la matrice M & diagonale a blocchi
M = A @ B e la condizione di simpletticitd (15.1.18) & soddisfatta se B = A~

Se I'’hamiltoniana H dipende dal dal tempo la si rende indipendente aumentando di
2 la dimensione dello spazio delle fasi: introducendo il vettore y = (q,qd+1,P,Pd+1)
I’hamiltoniana H & sostituita da K(y) = pa+1 + H(q, P, qa+1)-

15.2. COORDINATE NON CANONICHE

Consideriamo la forma pit generale (15.1.16) che assumono le equazioni di Hamilton per un
sistema unidimensionale d = 1, quando le coordinate scelte x = (x, p) non sono canoniche.
Se si parte da un sistema di coordinate canoniche X = (X, P) con hamiltoniana H, le
equazioni del moto nelle coordinate x sono

dx oOH .
—=P-—= =M"tJM T 15.2.1
— P s P JM ( )

dove la matrice jacobiana M & definita da (15.1.5) . Usando la identitd AJA = J det A valida
se e solo se A ¢ una generica matrice 2 x 2, si pud scrivere P = ¢71(x) J dove c¢(x) = det M.
Se la trasformazione di coordinate X — x & globalmente invertibile, allora ¢(x) ha sempre
segno definito ed ¢ non singolare. Se scriviamo le equazioni del moto (15.2.1) nella forma
x = @, al campo vettoriale ¢ = c~! Ja%H risulta associata una forma differenziale chiusa
scegliendo ¢(x) come fattore integrante

dH = —c(x)J® = —c P, dz + cD,dp (15.2:2)

La funzione H ¢ globalmente definita poiché il fattore integrante c(x) & regolare ovunque;
dH & una forma differenziale esatta e H & un integrale primo del moto, vedi paragrafo 2.1.
Le equazioni di Hamilton (15.2.1) in coordinate non canoniche costituiscono una struttura
di Poisson poiché la matrice P & antisimmetrica e soddisfa la seguente identita (detta di
Jacobi) Pg; 0y Pk + Pk Op Pij + Pgj 0y Pri = 0, che si verifica facilmente se P = cx) J.

A titolo di esempio consideriamo il sistema di equazioni lineari
g =g, D= pp (15.2.3)

Se scegliamo

c(g,p) = —, H(q,p) = —plog|q| + Xlog |p] (15.2.4)
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le equazioni del moto sono in forma hamiltoniana non canonica e c¢ risulta singolare sugli
assi coordinati. Su ciascun quadrante H & definito e la sua estensione a tutto il piano &
possibile perché le orbite appartengono ai quadranti da cui hanno origine. Se sul primo
quadrante facciamo la trasformazione ) = log ¢, P = log P ’hamiltoniana (15.2.5) diventa
H = AP — uQ e le equazioni del moto Q = \, P = 1 hanno forma canonica.

15.3. CONSERVAZIONE DEI VOLUMI

La forma canonica delle equazioni del moto di Hamilton conferisce al flusso alcune rilevanti
proprieta geometriche, tra cui la conservazione dei volumi nello spazio delle fasi. Dedu-
ciamo questo risultato, dovuto a Liouville, dal teorema generale sulla trasformazione dei
volumi per il flusso di un arbitrario campo vettoriale &(x,t) con x € R

Il flusso x = S(X;t, 1) della equazione differenziale x = &(x,t) trasforma il punto iniziale
X in x ed il suo jacobiano &

= 0IL e 851

= = X: 15.3.1

Ky (X, t) =detM Mij

Come qualsiasi altra variabile dinamica lo Jacobiano pud esprimersi come funzione del
punto x della traiettoria al tempo ¢ (forma euleriana) u,(x,t) oltre che come funzione del
punto iniziale X e di ¢ (forma lagrangiana) p, (X,t) dove

pr (X, 1) = p, (ST, 80), 8) = pup (X, ) (15.3.2)

Le derivate temporali hanno espressioni diverse perché nella forma euleriana x & un punto
dell’orbita e varia con ¢

dp, _ Op, dpy _ Opg Opp
& ot o T (15:29)

Nel seguito ometteremo di mettere gli indici £, L essendo evidente che la dipendenza da x
o X indicano la forma euleriana o quella lagrangiana.

Proposizione. La variazione dello jacobiano u lungo l'orbita ¢ data da

dp
ap _ i 3
7 = H div (15.3.4)
che in forma euleriana si scrive
o ou :
Fe . & 5.3.
T + o M div (15.3.5)

Per dimostrare il risultato espresso da (15.3.4) scriviamo p usando la definizione di deter-

minante e cioé
p= Z Eigeenga - MLgs <o Mg, (15.3.6)
jla'-'ajd
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dove €, ... j, € il tensore completamente antisimmetrico di rango d: esso vale 1 o —1 se gli

indici j3,. .., jq4 sono una permutazione pari o dispari di 1,...,d. Se #(x,t) & sufficiente-
mente regolare si ha
d 0 duxy 0Dy, 0Pk (x,1)
s I = x,t) = — My, 15.3.7
g T OX 0k (%) B ( )

Derivando la (15.3.6) rispetto a ¢ si trova

du
Z Chasanada ZMIJI <_Mkjk) "'Mdjd =

,Jd
15.3.8
oD, ( )
= Z €j1,...,5d 8—M1]1 Mf]k"'Mdjd
J1s-++30d k,ﬂ
Se scambiamo gli ordini di somma, effettuando per prima la somma su jy, . . ., ja, il risultato

e zero tranne che se ¢ = k. Infatti per ¢ # k si hanno due righe uguali nella nuova matrice
di cui stiamo calcolando il determinante. Il risultato si scrive nella forma seguente

d oP :
_[; = Z 8:6:: Z €j1,enja M1y - Mgy oo - Mg, = det M div® (15.3.9)
J1se-3Jd

Una conseguenza di questo teorema é che se la divergenza del campo & negativa i volumi si
contraggono, se € positiva si espandono, se & nulla si conservano. Se I’equazione ¢& lineare
= Ax si verifica direttamente la (15.3.4) poiché u = dete* = e* ¥ A per una nota
proprieta del determinante. Si noti che la contrazione dei volumi ¢ condizione necessaria
ma non sufficiente per la stabilita, che richiede invece la contrazione lungo una direzione
qualunque. Come esempio del calcolo di p consideriamo la equazione # = z2 per la quale
siha z = S;(X) = X(1 - Xt)"! dacui X = S_4(z) = z(1 + 2t)~L. Lo jacobiano vale
= dz/dX = (1 — Xt)~2 nella formulazione lagrangiana e p = (1 + zt)~2 in quella
euleriana. In entrambi i casi si verifica che du/dt = 2zp in accordo con (15.3.4).

Trasformazioni nel piano

Se lo spazio delle fasi & il piano si pud derivare (15.3.4) in modo diretto e geometricamente
pill intuitivo. Consideriamo un parallelogramma infinitesimo i cui spigoli siamo PA e PB
e la sua immagine dopo un tempuscolo dt, anch’essa un parallelogramma, di spigoli P’ A’
eP’B'’. Se P-0O=x, A—O=x+a, B—0 =x+ b sono i vettori che individuano i
vertici del primo parallelogramma, e P/ — O =%/, A/ - O=x"+a’, BB -0 =x"+b’i
loro trasformati, gli spigoli a’, b’ del parallelogramma trasformato sono dati da
a' =a+ (P(x+a)— D(x))dt = (I + Fdt)a, b’ =b+ (P(x+b) — H(x))dt = (I + Fdt)b
(15.3.10)
L’evoluzione ¢ approssimata al primo ordine in dt scrivendo x’ = S(x, t+dt, t) = x+®J(x)dt
e tenendo solo i termini lineari in a e b dopo aver definito F;; = 0®,/0z,. L’area orientata
del primo parallelogramma ¢ do = (a X b)s = a - Jb e quella del suo trasformato

do’ =a' - Jb' =a- (I+Fdt) ) (1 + Fdt)b = do(1 + Tx F dt) = do(1 + dive dt) (15.3.11)
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dove si & usata l'identita FJ 4+ JF = J TrF ed & stato trascurato il termine di ordine dt?.
Detto t l'istante iniziale si puo riscriverla (15.3.11) nella forma u(t + dt) = u(t)do’/do
in accordo con (15.3.4). Usando coordinate non canoniche il campo @ per un sistema
hamiltoniano & ¢ = ¢! (x)J 2 H e tenendo conto di (15.3.13) la sua divergenza &

L1 =
A <c_1 : Ja—H> FR T (15.3.12)

Ox ox ox dt

1

La equazione (15.3.4) diventa % log = % log ¢™" e mostra che uc = & costante.

Teorema di Liouville. Il flusso hamiltoniano in coordinate canoniche conserva i volumi.

Cominciamo con l'osservare che il campo vettoriale corrispondente alle equazioni di Hamil-
ton, scritte in forma canonica, ha divergenza nulla. Infatti

O0H
N [ 15.3.1
b= o dived = E Jzka 83% (15.3.13)

poiché la matrice J & antisimmetrica e la matrice hessiana di H & simmetrica. Ne segue
che p =1, poiché u & costante lungo ogni orbita e per ¢ = 0 vale 1 . Se le equazioni non
sono in forma canonica il flusso conserva una misura; quando d = 1 da (15.3.12) segue
che pc & costante lungo ogni orbita e quindi ¢ & la densita della misura conservata poiché
c(x) dx = ¢(X) dX.

Equazione di continuita

Consideriamo un insieme di N punti (eventualmente con N — o0o) e definiamo la densita
po(X) = N~tdn/dV,, dove dVj ¢ il volume di un intorno infinitesimo Dx del punto X e
dn ¢ il numero di punti che vi cadono. Poiché I'integrale di p sullo spazio delle fasi vale 1,
la interpretiamo come una densita di probabilitd, vedi capitolo 24. Se il flusso trasforma
il punto X in x = S(X;¢,%p) e il suo intorno infinitesimo Dy in D,, il cui volume & dV/, la
densita p(x,t) & data da

1L dn 1 dn dVp  po(X,0)

t:—_‘:_ pr— Je
P = N A AT A el

L’ evoluzione di p & governata dalla equazione di continuita, che esprime la conservazione
del numero di punti

F ——,u—dW(D = —p(x,t)div®d (15.3.15)

Scrivendo la derivata temporale nella forma euleriana la equazione di continuita diventa

Op ap ap
b —— = — ‘
= + = + pdive = Y + div(p®) =0 (15.3.16)
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15.4. FUNZIONI GENERATRICI

La condizione (15.1.17) ottenuta nel primo paragrafo consente di determinare se una as-
segnata trasformazione sia o meno canonica. Tuttavia, tranne il caso delle trasformazioni
lineari, bisogna ricorrere ad altri schemi come quello della funzione generatrice se si vuol
costruire esplicitamente una trasformazione canonica.

Introduciamo le funzioni generatrici partendo dalla formulazione variazionale delle equa-
zioni del moto. Una traiettoria (q(t), p(t)), che in un dato sistema di coordinate soddisfa
le equazioni di Hamilton con hamiltoniana H, rende stazionaria l’azione

s fidd
(Zpiéi o H(q,p,t)> dt (15.4.1)

La traiettoria Q(t), P(t) ottenuta trasformando q(t), p(¢) tramite un cambiamento di co-
ordinate Q = Q(q,p,t) P = P(q,p,?), soddisfa ancora le equazioni di Hamilton con
hamiltoniana H solo se rende stazionaria ’azione trasformata A che si scrive

/ (ZPQI - H(Q,P t)) dt (15.4.2)

Lo spazio C, su cui A & definita, ¢ quello delle traiettorie con condizioni agli estremi
qltz) =9q,, q(tb) qp; lo spazio C su cui & definita A, quello delle traiettorie con condizioni
agli estremi Q(t,) = Qa, Q(ty) = Qb. Gli estremi q,, q» ¢ Q,, Qp sono fissati per tutte le
traiettorie e la trasformazione invertita parzialmente nella forma

=p(q,Q,t), P=P(q,Q,t) (15.4.3)

fissa anche i momenti p,, py € P,, Py agli istanti ¢,,t,. Alla stessa conclusione si giunge
considerando che i momenti p,, py risultano fissati sulla traiettoria fisica e questi deter-
minano univocamente gli estremi Q,, Q; nelle nuove coordinate, che vanno mantenuti
fissi. Lo spazio CNC & quello delle traiettorie i cui estremi nel spazio delle fasi sono fissati,
come conseguenza del vincolo imposto dalla trasformazione di coordinate. Anche su questo
spazio piu ristretto la traiettoria fisica risulta stazionaria rispetto alle traiettorie variate
e la variazione di S — S deve risultare identicamente nulla. La trasformazione espressa
nella forma (15.4.3) consente di considerare A — A come una funzione definita nel prodotto
di due spazi delle configurazioni ove le traiettorie (q(t), Q(¢)) hanno estremi fissati per
t = t4,%. Un funzionale che abbia variazione identicamente nulla & una funzione degli
estremi ossia

ty
A-A= [" ZR@a®,Q0.0d = Filan Qi) - Fildn Quta) (1544

a

Se vale (15.4.4) le equazioni di Hamilton nelle nuove coordinate sono in forma canonica.
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Al fine di ricavare le equazioni di trasformazione consideriamo A — A come un integrale
di linea di una forma differenziale, definita sul prodotto diretto dei due spazi delle con-
figurazioni. La condizione (15.4.4) & che l'integrale di linea dipenda solo dagli estremi di
integrazione e non dalla traiettoria seguita e quindi A — A sia I'integrale di linea di una
forma differenziale esatta dFy(q, p,t) = ¥ (pidq; — P;dQ;)+ (H — H)dt. Lasciando variare
il punto finale (q, Q,t) e scegliendo F nulla nel primo estremo scriviamo

(4,Q,t) d -
Fi(q,Q,t) = / ) [Zm(q, Q,7)dar — Pi(a, Q,7)dQ:) + (H — H)dr| (15.45)
(qU)Q(L:t{I Z=l

dove l'integrale & calcolato lungo una traiettoria qualsiasi che congiunge (qq, Qa,ts) €
(d, Q,t) parametrizzata con q = q(7), Q =, Q(7) dove T € [tq, tp]-

Proposizione. Condizione necessaria e sufficiente perché una trasformazione sia canonica
e che la forma differenziale

d
> (pidg; — PidQ;) + (H — H)dt = dFi(q, Q, t) (15.4.6)

i=1
sia esatta. La funzione Fj & detta generatrice della trasformazione.

Se la trasformazione & data nella forma Q = Q(q,p,t),P = P(q,p,t) allora occorre
invertirla nella forma (15.4.3) per costruire la forma differenziale (15.4.6). Viceversa data
la, generatrice F} si ha che

= 4 8F1 aFl

oF
7= P =
y2 8% 1

- H=H+ 1 AL
50, = (15.4.7)

Le equazioni (15.4.7) danno la trasformazione in forma implicita (15.4.3); invertendo la
prima equazione si ottiene Q = Q(q,p,t), che, sostituita nella seconda, da la trasfor-
mazione nella forma voluta.

Si possono ottenere altre funzioni generatrici mediante trasformazioni di Legendre. Con-
sideriamo dapprima le funzioni Fy(q,P), F3(p, Q), Fi(p, P) definite da

d
Fy= Y PQi+Fi(q,Q)

i=1

d
F3=— ZpiQi + F1(q,Q) (15.4.8)

i=1
d d
Fy= Y PQi+Fs(q,Q) =) (PQ: — pigi) + Fi(q, Q)

i=1 i=1
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Le equazioni che definiscono le varie trasformazioni sono quindi espresse da

bR R
BF, Si OF;

—t e o 15.4.9

e 2Q; T 5 i)
8F4 8F4 = 8F4
it = ==
%“="%, 9= 3B i

Inoltre le condizioni necessarie perché un trasformazione espressa rispettivamente nelle
quattro forme sia canonica si ottengono uguagliando le derivate seconde miste delle funzioni

generatrici

Opy 0P Op; 0Qk

0Qk S 0g; oP; dg;
9¢; _ OB Oqi _ 0Qy
0Qy Op; 0P Op;
Di particolare interesse sono le trasformazioni prodotte dalla generatrici di tipo due, perché

comprendono la trasformazione identica e le trasformazioni indotte dal cambiamento di
coordinate nello spazio delle configurazioni. Infatti

(15.4.10)

d
F=) aqP (15.4.11)
=1

genera la trasformazione identita Q; = ¢;, p; = P; mentre

d
F=)" fulQ)P (15.4.12)
k=1
genera la trasformazione puntuale
* 9fi(a)
Qi=fiw, pi=), akq- Py (15.4.13)
k=1 .

Altre funzioni generatrici E possibili costruire d? funzioni generatrici facendo trasfor-
mazioni di Legendre solo su una parte delle vecchie o nuove variabili. Definiamo ad esempio
per 0 <m,n<d

d d
F(Qla"'7QH7PTL+1,°"1pdaQ1a"'aQ7naP’m+1)-~-;Pd):F1+ Z PZQl— Z Di4q;
i=m-+1 i=n+1

(15.4.14)
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dove la somme sono da intendersi assenti se m = d oppure n = d. Le relazioni di trasfor-
mazioni sono allora date da

F F
Di = g., 7::1,...,7'1,, qz:_g, Z:n+177d

8‘1} a’}’; (15.4.15)
PZ anﬂ i ]') ?m’ Ql aP?’ 1 m+ bl

Notiamo che le quattro generatrici introdotte in precedenza sono casi particolari corrispon-
denti alle scelte n=m=d; n=d,m=0; n=0,m=d; n=m=0.

Esempi
Consideriamo una generatrice quadratica di tipo 1 data da

F = ag® + 269Q + vQ? (15.4.16)
Tramite (15.4.7) si determina la trasformazione in forma implicita

e T oo, Pl s (15.4.17)
dq oQ

Invertendo rispetto a @, P si ottiene

Q=~%q+%p, P=2<%— )q—%p (15.4.18)

trasformazione lineare con matrice dei coefficienti a determinante 1.

Un altro esempio € la generatrice di tipo 1 delle trasformazioni a variabili azione angolo

per l'oscillatore armonico
2

Fi(q,Q) = —w% tan Q (15.4.19)

dalle equazioni (15.4.7) si ha

F e
:bz—wqtanQ, Pl

15.4.20
= (15.4.20)

ed invertendo rispetto a g, p si ottiene
2P .
q=1/—-cosQ, p=—V2PwsinQ (15.4.21)
w

Completamento canonico. Consideriamo il problema che consiste nel determinare la tra-
sformazione canonica che corrisponde ad una trasformazione di coordinate assegnata Qp =
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fr(q). Le equazioni della trasformazione tra i momenti sono definite da (15.4.13) e per
renderle esplicite ¢ sufficiente risolvere un sistema lineare. Come esempio consideriamo
una trasformazione lineare nelle coordinate data da Q = Aq. Allora 0fx(q)/0¢; = Ak; e
la trasformazione (1.4.15) si riscrive in forma matriciale

p = AP, — P=(A)"!p (15.4.22)

15.5. TRASFORMAZIONI INFINITESIME

Consideriamo un gruppo di trasformazioni canoniche ad un parametro « e sia F(q, P, a)
la funzione generatrice, che si riduce alla trasformazione identica per « = 0. Se « ¢
infinitesimo lo sviluppo di Taylor al primo ordine consente di scrivere

d
Fay(q,P;a) =Y ¢:P; + G(q,P)a + O(a?) (15.5.1)
i=1
dove la funzione
0F,
« a=0

¢ detta generatrice infinitesima della trasformazione. Le trasformazioni generate da Fj si
scrivono

Qv g e I o)

%]2 (15.5.3)
p; =P+« O_Q(q’ P) + O(a?)
ed esplicitate al primo ordine in «, sono data da
0G
Qi =q; + ag (a,p) +O(c?)
Pi
aG (15.5.4)
P; =p; — Ota—q(q,P) +0(a?)

L’invarianza della hamiltoniana rispetto ad un un gruppo di trasformazioni continue ad
un parametro implica la conservazione del generatore infinitesimo del gruppo. A tal fine
e opportuno notare che la derivata temporale di una variabile dinamica A(q,p,t) ha la
espressione seguente

d

dA _~(0A.  0A Y 04 DAOH OABH\ 0A
e <a_qi%' + a—pz_pi) + = ; (6qi - aqz) +2 (1559)

i=1
Il cambiamento di una variabile dinamica A(q,p) per la trasformazione infinitesima si
scrive

d
DA OG 0AOG
JA=AQ,P)-Algp)=a ) <8q~ A aq-> +0(a?) (15.5.6)
’L=1 (A T 1 2
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Il gruppo finito di trasformazioni che ha G come generatore & un flusso hamiltoniano, vedi
paragrafo 16.2. La traiettoria q(a), p(«) con punto iniziale q,p per oo = 0 & soluzione di
delle equazioni di Hamilton

doc _0G  doe __0C

AT el 15.5.7
doo  Opy’ da Oqy ( )

Introducendo il simbolo [4, B], noto come parentesi di Poisson

d . . . .
[4,B] =) (dA cEgR dB) (15.5.8)

0q; op; Op; 0g;

la derivata di A (che supponiamo non dipenda esplicitamente da t) lungo le traiettorie del
gruppo generato da G e quelle del gruppo di evoluzione generato da H si scrivono

dA dA

= = A6l — =48] (15.5.9)

Teorema di No6ther. Se un gruppo ad un parametro di trasformazioni lascia invariante
I’hamiltoniana H di un sistema, il generatore infinitesimo G & un integrale primo del moto.

Infatti se la variazione di H lungo le traiettorie del gruppo e nulla

dH
=a[HG|=10 (15.5.10)
da
anche la variazione di G sulle traiettorie generate da H, & nulla (G non dipende da t)
dG
o =|[G,H]=-[H,G] =0 (15.5.11)
Il flusso generato da H & un gruppo ad un parametro, il tempo ¢, e [G,H| = 0 es-

prime la commutazione con il flusso del del gruppo di simmetria, vedi paragrafo 16.3.

15.6. PARENTESI DI POISSON

La parentesi di Poisson (15.5.8) di due variabili dinamiche A e B & uguale al prodotto
scalare tra il gradiente di A ed il campo hamiltoniano generato da B,

2d
0A OB OA OB
A Bl = Jriae s esd 15.6.1
[’]ikla oz i ( )

Nella notazione matriciale infatti la parentesi di Poisson si riscrive come segue
9B
8A 8A oy
A, B] = ( ) 0 1) (o (15.6.2)
[—)q op —I 0 %

Usando coordinate non canoniche le parentesi di Poisson sono ancora definite da (15.6.1)
dove J & sostituito dalla matrice antisimmetrica P(x), definita nel paragrafo 15.1.
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Proprieta algebriche
La definizione data implica le seguenti proprieta algebriche

(4,B]=—[B,A, [A,A4]=0
[A, MB1+ /\QBQ] — /\1[A, Bl] + /\Q[A, bz] (1563)
(4, BC] = [A, BIC + B|A,C]

dove A, B, By sono variabili dinamiche e A1, Ay costanti reali. Vale inoltre la importante
identita di Jacobi
[4,[B,C]]| + [C,[A, B]] + [B,[C, A]] = 0 (15.6.4)

che si dimostra per calcolo diretto esprimendo le parentesi di Poisson nella forma (15.5.8).
Per provare la identita di Jacobi scriviamo

o[4,B] 0C _ 9]4, B] C
15.6.5
145,01 = 2::( Ogqx  Opy Opx, 0%) ( )

osservando che nello sviluppo di [A, [B, C]] + [B, [C, A]] i coefficienti delle derivate seconde
di C si annullano mentre i coefficienti delle derivate prime di C' sono uguali a quelli che
appaiono nel lato destro di (15.6.5).

Un risultato notevole segue dalla identita di Jacobi sostituendo la funzione C' con I'ha-
miltoniana H di un sistema. Esprimendo le derivate temporali attraverso le parentesi di
Poisson, vedi (15.5.9), e supponendo che A e B siano indipendenti dal tempo si ottiene la
relazione

jt[A B] = [[A, B], H] = [A, B, H]| + [B, [H, A]] =
dB. .dA (15.6.6)
= [A,[B, H]] + [[A, H], B] = [A, E] J [E’B]

da cui risulta che se A e B sono integrali primi del moto anche [A, B] lo &.

Parentesi fondamentali

Le parentesi di Poisson sono indipendenti dalla scelta di coordinate canoniche rispetto
a cui vengono calcolate. Al fine di provarlo scriviamo ora [A, B]x oppure [4, Blqp per
indicare che la parentesi & calcolata rispetto alle coordinate x = (q,p). Le parentesi tra
le coordinate ed i momenti vengono chiamate Parentesi di Poisson fondamentali e sono
espresse da

per i,5 = 1,...,d oppure in forma compatta da

[a:l-,acj]x = Ji,j, i,j = 1,...,2d (1568)
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Le equazioni di Hamilton si scrivono
q.'i = [qiaH]q,rh pb = [p'i’H](Lp (1569)

oppure in forma compatta
T; = [z, H]x (15.6.10)

Le parentesi di Poisson fondamentali (15.6.8) sono I’analogo delle condizioni di ortogonalita
della base in uno spazio euclideo e le trasformazioni canoniche, che preservano queste
relazioni, I’analogo delle trasformazioni tra basi ortogonali. Alla parentesi di Poisson tra
A e B corrisponde corrisponde il prodotto scalare tra i gradienti di A e B in uno spazio
euclideo e alle parentesi d Poisson fondamentali corrisponde grad z; - gradzy = €;-ex = 6;k.

Invarianza

La proprieta pit importante delle parentesi di Poisson & che queste non cambiano se si
effettua una trasformazione canonica sulle coordinate. Per questa ragione le Parentesi di
Poisson tra due variabili dinamiche si scrivono senza indicare il sistema di coordinate cui
ci si riferisce.Quando si passa invece ad un sistema di coordinate non canonico la parentesi
di Poisson assume una forma diversa poiché la matrice costante J ¢ sostituita dalla matrice
antisimmetrica P = MJM dove M & la matrice Jacobiana della trasformazione definita da

(15.1.15).

Proposizione. Se le parentesi di Poisson fondamentali sono invarianti per un trasfor-
mazione di coordinate q,p — Q,P allora lo sono anche le parentesi di Poisson di due
variabili dinamiche qualsiasi.

Supponiamo che si abbia,
lgi,95]qp =0, pi,pilap =0, (9, pilap = 8: L=kt dd (5165
ossia nella notazione compatta
[z5, T6]x = [Zi, Th)x = ik, [ X Xl = [ X XiJx = Ji (15.6.12)

Usando la regola di derivazione di funzione composta nella notazione compatta si ha

d d
BA 0A (%g &rm 0B
A Blx = =
4, Blx = aX ”Z Oze aX *9X,. 0z,
(15.6.13)
0A 0B 0A 0B
Z E[Wﬂm]){@ d mea T = [Aa B]x
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Teorema. Condizione necessaria e sufficiente perché la trasformazione (g,p) — (Q, P) sia
canonica & che lasci invarianti le Parentesi di Poisson fondamentali.

L’invarianza delle parentesi di Poisson fondamentali & identica alla condizione di simplet-
ticita della matrice jacobiana della trasformazione poiché essendo

2d
= 0X; 00Xy
MIM) 5 = Lati e o BN o e 15.6.14
(MIM) emZZI améJe 0 [ K] ( )

la prima condizione di simpletticitd (15.1.18) implica [X;, Xk]x = Jik = [Xi, Xk]x. La
seconda, condizione implica 'invarianza delle parentesi di Lagrange definite da

0%y O - {z;, 21 }x (15.6.15)

NG = N e o =it
( )ik em&'m £ " Oy

che si scrive {z;, zx}x = Jir = {Zi, Tk }x. I ruoli delle variabili x e X si invertono scam-
biando la matrice M con la matrice ML,

Per completezza diamo una dimostrazione alternativa basata sulle condizioni di compati-
bilita (15.4.10) dedotte dalle funzioni generatrici della trasformazione canonica. Infatti

d d
% = 0¢i 0q;  0gq; Og; \ _ 0q; 0Qr  Oq; 0Py
osaslor =2 (an 5F, " 9B, 30:) 2=\ "5Qs ap; ~ 3P O,

k=1 b=
d d
Op; Op;  Op; 5Pj) ( Op; 0Qr  Ops 3Pk>
¥, D = X = + 15.6.16
lpo-slap ,; <0Qk OP; ~ 0P, 0Q ,; 50x 0; T 5P, 0g;) 010
d d
dq; Op;  0Og; Op; ) ( 0g; 0Qr  Og; 3Pk)
i Mg = o = 75
ed]as =~ (an 6P, P 0Qx) ~ £ \0Qx dg; ' OP: 9g;

possono essere riscritte nella forma

3%‘ 32%’
i . = — — O’ iy . — = 0’ iy . =l — 51 y 15617
i, gjlq.p p; [pi,pjlqQ.P o7 [gi,pjlq.p o g ( )

La prova che l'invarianza delle parentesi di Poisson implica la canonicita della trasfor-
mazione ¢ immediata se la trasformazione non dipende da #; basta infatti considerare Q
e P come variabili dinamiche qualsiasi e calcolarne le derivate temporali. L’invarianza
implica che 1 Q(t), P(t) soddisfano le equazioni canoniche di Hamilton.

: oOH
Qi = [Qi>H]q,p = [QiaH]Q:P = OP;

: OH
P; =[P, H]qp = [P, H]q,p = 00,

(15.6.18)
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Esempi

Calcoliamo per un punto materiale non vincolato le parentesi di Poisson con le componenti
L; del momento della quantita di moto.

(46, Ll = €kemlai, @epm] = D ehemeldi, Pml = Y exem@edim = Y €ixeqe  (15.6.19)

£,m £,m 4m L

La parentesi di Poisson con p; e con L; di un risultato simile che si scrive [p;, L] =

> o€ikeve, [Li,Li] = > ,€iele. Se n & un vettore unitario si puo scrivere in forma
vettoriale
[@,n L] =n x q, [p,n-L] =n X p, [L,n-L]=nxL, (15.6.20)

Ne segue che la parentesi di Poisson delle norme dei vettori q, p, L con n-L & nulla. Infatti
[@-qn-L=2q-nxq=0 (15.6.21)

Da (15.6.20) segue che n - L ¢& il generatore delle rotazioni attorno all’asse n. Infatti la
variazione di questi vettori per un valore « infinitesimo del parametro risulta essere data
da

dq = afq,n-L] = an x q, bp=cafp,n-Lj=an xp (15.6.22)

Per ’hamiltoniana del campo centrale dato da

PP
H==—4V 15.6.23
2P v (lall) (15.6.23)

oppure da (6.7.16) in coordinate polari &€ immediato verificare che L ha parentesi di Poisson
nulla con H. Un insieme di integrali primi in involuzione & costituito da variabili dinamiche
le cui parentesi di Poisson si annullano. Per il campo centrale questo insieme ¢ dato da
H,L,L, dove d L, pud essere sostituito dalla proiezione L - n di L lungo un qualsiasi asse.

L’hamiltoniana di un corpo rigido libero con un asse di simmetria z’ ¢ data da (9.6.10) e
H,L, L’ sono integrali primi in involuzione tra loro come nel caso del campo centrale. Nel
caso in cui si aggiunga il potenziale della forza peso V' = mgz gli integrali primi diventano
H L, L.
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15.7. ’INVARIANTE DI POINCARE-CARTAN

Consideriamo la forma differenziale dA = > p;dg; — Hdt il cui integrale lungo traiettorie
con estremi (qq,t.), (Qp,tp) nello spazio delle configurazioni definisce 'azione A, vedi
(15.4.1), che & stazionaria sulla traiettoria fisica. Se si fa una trasformazione canonica dA
cambia per un differenziale esatto, come si & visto nel paragrafo 15.4. Anche se dA non ¢
un differenziale esatto esistono famiglie di curve chiuse lungo le quali 'integrale di dA e
nullo.

Proposizione. Sia ¥ una superficie nello spazio delle fasi esteso definita come famiglia a
un parametro di curve S;o(n) dove Si g ¢ il flusso di una hamiltoniana H e 7 una curva
data. Indicando con § l'integrale lungo una qualsiasi curva chiusa su ¥ si ha

jz{ (Z il = Hdt) <6 (15.7.1)

Per provarlo osserviamo dapprima che detta y(\) una famiglia ad un parametro di curve
nello spazio delle fasi esteso con estremi (gqu,ts), (g5,%5) € ¥ = v(0) la traiettoria fisica,
il principio variazionale stabilisce che A(y(\)) — A(y) = O(\?). Siay € X e d € ¥ una
seconda, curva con gli stessi estremi e che insieme formano una curva chiusa I'. Se D la
massima, distanza dei punti di § da -, consideriamo n traiettorie fisiche tali che gli archi
Y1,...,7Yn intercettati da § hanno distanza kD/n e che ~y,_; dista da 7, ancora D/n.
Indichiamo inoltre con j e d, i due archi definiti dall’intersezione di v;x_1 e 7y con 0, vedi
figura 15.7.1.

Figura 15.7.1. Curva chiusa v+6 tracciata sulla superficie =.

Se I';, indica il percorso chiuso formato dalle traiettorie fisiche yx_1, v (percorse in senso
opposto e con vy = 7y ) e dagli archi dx, §;, e I" il percorso formato da y e J si ha

‘7{‘ (Z:Pidq,:—Hdt) zéék (Zi:pidq'i_ﬂdt> :éO(DZn_Q) = O(D2n1)

(15.7.2)
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Infatti fl“k ¢ la differenza tra ’azione calcolata sulla traiettoria fisica yx—1 ed una traiettoria
con gli stessi estremi formata da vk, i, d}, e quindi risulta proporzionale al quadrato della
variazione D /n. Il risultato segue prendendo il limite n — oo.

Una applicazione importante del risultato precedente si ha considerando una curva chiusa
7 ed il suo evoluto Sy o(7), che & una superficie cilindrica ¥ detta tubo di flusso, vedi figura
15.7.2. Se 4" & una qualsiasi curva chiusa ottenuta sezionando il tubo, I'integrale lungo la
curva ha sempre lo stesso valore

f (pida - Hat ) = 7{ (Xopidai - Hat ) (15.7.3)

Infatti presa una qualsiasi curva chiusa I' su X, dal teorema precedente segue che fr =0,
Scegliendo I formata da v e 7' e da da una due curve § e ¢’, che li uniscono, aventi distanza
infinitesima e percorse in verso opposto, vedi figura 15.7.2, il risultato (15.7.3) segue.

Figura 15.7.2. Tubo di flusso con base «, evoluto ' e percorso chiuso con le curve §,6’.

I teoremi valgono se al flusso hamiltoniano si sostituisce una famiglia ad un parametro di
trasformazioni canoniche. Se 7 & un’orbita chiusa di un sistema hamiltoniano (ottenuto
ad esempio lasciando variare uno solo degli angoli che parametrizzano il toro T¢ per un
sistema integrabile, vedi paragrafo 18.3), dette @;, P; le coordinate dei punti di una curva
+', ottenuti da quelli di v per il medesimo valore A\ del parametro della trasformazione

canonica si ha
¥ vy

Il risultato segue da (15.7.3) tenendo conto che, se G ¢ il generatore della trasformazione, il
contributo Gd\, che sostituisce Hdt, € nullo in quanto A é costante. Poiché per un sistema
a d gradi di liberta di hanno d cicli, detto 7 il ciclo k—esimo si introducono d invarianti,
detti ancora azioni e definiti da

d
! 1
o= o j{ ;pi i (15.7.5)



